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Résumé 

La méthode présentée permet de résoudre rapidement un problème inverse de 

diffusion-transport de la chaleur dans des systèmes à frontières fixes, et dont le modèle de 

comportement fait intervenir de grandes dimensions. Pour cela, le modèle de 

comportement initial est décomposé sur une base modale, qui est elle même réduite par 

simple troncature, pour ne garder que les modes propres ayant une influence significative 

sur le problème inverse.  

La résolution du problème inverse utilise la méthode des pas de temps futurs 

adapté au modèle réduit. On montre que le choix de nombre de modes propres que l’on 

garde dans le modèle réduit est directement lié au temps de diffusion entre le point de 

mesure et la frontière de la source à identifier. On montre ainsi que pour un ordre de 

réduction correctement choisi, cette réduction n’entraîne pas de dérégularisation par 

rapport au problème complet. 

L’illustration de cette méthode s’effectue pour le cas de l’identification des flux 

dissipés par le frottement d’un pion fixe sur la périphérie d’un disque en rotation, en 

direction du pion et du disque. La mesure délicate des températures sur le disque en 

mouvement s’effectue à l’aide d’une caméra infrarouge, dont on caractérise la résolution 

spatiale et thermique. 

L’utilisation de cette méthode au cas expérimental traité permet ainsi d’obtenir en 

temps réel le flux reçu par le disque. Des mesures de puissance électrique consommée 

viennent valider les résultats obtenus. 

 

Mots-clés : analyse modale, réduction de modèles, problèmes inverse, 

thermographie infrarouge 
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Abstract 

This study allows solving rapidly an inverse heat conduction problem containing a 

term of heat transport, for a system whose numerical comportment description leads large 

scale matrix using. 

The resolution is based on the modal method, which permits to obtain the 

eigenmodes of the homogeneous problem, from the spatial discretisation of the domain. 

The idea is that out of the contribution of each mode, only a few modes play a 

determining role. A simple truncature is then done, allowing just keeping the significant 

eigenmodes. The choice of the keeping eigenmodes number is linked with the diffusion 

time defined between the temperature measurement points and the boundary that receives 

the flux to be identified. The inverse problem is resolved by the future time steps method, 

adapted to the reduce model. 

As application, we determine the time evolution of the heat fluxes dissipated by the 

friction of a fixed pin on the periphery of a disk in rotation around its axis, and received 

by the disk and by the pin. Measurements in the disk in movement and in the pin are done 

by infrared camera. 

In following the precedent criterion, which allows to obtain the optimal 

eigenmodes number, this reduction doesn’t decrease the resolution of the inverse 

problem, and allows real time identification. Experimental measures permit the validation 

of the results. 

 

Keywords: modal analysis, model reduction, inverse problem, infrared 

thermography 
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Nomenclature 

A matrice d’échange 

A* matrice d’échange adjointe 

C matrice des capacités 

Cp chaleur spécifique (J.kg-1.K-1) 

D diamètre (m) 

E matrice d’entrée 

e épaisseur du disque et du pion (m) 

E* matrice d’entrée adjointe 

Fo nombre de Fourier 

h coefficient d’échange (W.m-2.K-1) 

l largeur du pion (m) 

N dimension de la base modale calculée 

p nombre de sollicitations 

Pr nombre de Prandtl 

r rayon (m) 

Re nombre de Reynolds 

S matrice statique 

S surface (m2) 

T vecteur des températures aux nœuds du maillage 

td temps de diffusion (s) 

T(M,t) température au point M à l’instant t  (K) 

Td vecteur des composantes dynamiques aux nœuds du maillage 

Tg vecteur des composantes glissantes aux nœuds du maillage 

U vecteur des sollicitations 



 5

V matrice des vecteurs propres 

V vitesse (m.s-1) 

Vi vecteur propre 

W matrice des vecteurs adjoints 

Wi vecteur propre adjoint 

X vecteur des états 

X* vecteur des états adjoints 

xi état 

xi
* état adjoint 

zi valeur propre associée à iV  

Alphabet grec 

Φ flux traversant la frontière en frottement (W) 

Γ matrice d’entrée du modèle modal 

Γ∗ matrice d’entrée du modèle modal adjoint 

Λ matrice diagonale des valeurs propres 

α diffusivité thermique (m-2.s) 

δ symbole de kronecker 

ϕ densité de flux (W.m-2) 

λ Conductivité thermique (W.m-1.K-1) 

θ modulation spatiale 

ρ masse volumique (kg.m-3) 

σU écart type sur la densité de flux (W.m-2) 

τi    constante de temps du i-ème mode propre (s) 

ω vitesse angulaire (rad.s-1) 



 6

1. Introduction 

Dans le domaine de la simulation de problèmes thermiques directs, la réduction de 

modèle apporte un gain de temps de calcul très significatif qui permet, entre autre, de 

réaliser rapidement une étude de sensibilité de la température en différents points du 

système étudié en fonction des sollicitations thermiques qui sont appliquées. Pour la 

réduction de type modale, deux approches ont été développées. Petit et al. [1, 2] identifie 

un modèle réduit sous la forme d’une représentation d’état dans une base de dimension M 

de vecteurs propres dominants MiVi ≤≤1, . Cette identification est basée sur la 

minimisation de la norme de l’écart entre la réponse du modèle complet de dimension N  

avec celle du modèle réduit de dimension NM << , en considérant des évolutions des 

sollicitations sous forme de fonctions d’Heaviside. La matrice d’état est diagonale et 

chaque élément de cette diagonale est une valeur propre iz  associée à iV . Afin 

d’améliorer la reproductibilité du modèle réduit, l’identification est réalisée 

indépendamment pour chaque sollicitation [3]. L’approche préconisée par Bacot et al. [4] 

consiste à calculer la base modale complète { } NiVz ii ≤≤1,, , puis à réduire sa dimension 

N selon un critère approprié. Ainsi le critère classique de Marshall [5] consiste à tronquer 

la base modale et à ne conserver que les M premiers modes propres classés par ordre 

décroissant des constantes de temps ii z/1−=τ . Le biais introduit par cette méthode de 

réduction n’est pas trop important si on effectue correctement la partition du champ 

thermique en une partie dynamique, solution du problème thermique homogène 

(sollicitations nulles), et une partie glissante, solution du problème en régime permanent, 

et si d’autre part la constante de temps du dernier mode conservé est proche du pas de 

temps adopté pour la simulation. Une méthode de réduction plus performante, mais 

nécessitant plus de temps de calcul, consiste à amalgamer les modes jugés non-dominants 

sur les modes dominants. La méthode d’amalgame proposée par Litz [6] ne prend pas en 
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compte la séparation des régimes dynamique et glissant ainsi que l’orthogonalité des 

modes, ce qui conduit à une expression complexe et relativement coûteuse en temps de 

calcul des modes amalgamés. En bénéficiant de la séparation des régimes et de 

l’orthogonalité, Oulefki et Neveu [7] ont abouti à une expression simple des coefficients 

d’amalgame. 

Initialement développé pour la réduction de problèmes de conduction de la chaleur, 

le formalisme modal a ensuite été appliqué aux problèmes mettant en jeu un terme de 

transport, caractérisé par un vecteur vitesse en chaque point du système étudié. El Khoury 

et Neveu [8] ont montré que dans cette configuration, les modes propres sont à valeurs 

dans l’ensemble des complexes et ont adapté la méthode de réduction par amalgame à 

cette configuration. Notons que la méthode de troncature garde ici un sens mais que les 

constantes de temps des modes sont définies par ( )ii zRe/1−=τ . 

Plus récemment est apparu l’intérêt d’utiliser un modèle réduit dans la procédure 

de résolution du problème thermique inverse. Ce problème consiste à estimer les 

évolutions spatio-temporelles des sollicitations à partir de mesures de température en des 

points situés au voisinage des surfaces sur lesquelles sont appliquées ces sollicitations. 

Les méthodes séquentielles de résolution du problème inverse, telles que celles proposées 

par Beck et al. [9], font appel à la simulation du modèle direct à chaque itération. Il est 

donc apparu évident qu’un gain de temps de calcul important pouvait être réalisé en 

utilisant un modèle réduit du modèle de comportement direct dans cette procédure 

séquentielle. Petit et Peruzzi [10] utilisent un modèle réduit identifié pour identifier une 

sollicitation thermique dans un problème de conduction de la chaleur. Videcoq et Petit 

[11] généralisent cette approche aux problèmes de conduction inverses comportant 

plusieurs sollicitations. Girault et al. [12] utilisent la même approche dans un problème 

2D mettant en jeu un écoulement de fluide entre deux plaques. Battaglia et Neveu [13] 
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utilisent un modèle réduit amalgamé décrivant le transfert de chaleur dans une pièce en 

rotation et un outil lors d’une opération d’usinage par tournage afin d’estimer le flux de 

chaleur dégagé dans la zone de coupe. 

Récemment, Battaglia [14] a montré, au travers de problèmes de conduction 1D et 

2D, que l’on obtenait un modèle réduit bien adapté à la résolution du problème inverse en 

ne conservant que les modes dont les constantes de temps sont supérieures ou égales au 

temps de diffusion dt  de la chaleur de la surface d’application de la sollicitation jusqu’au 

capteur le plus proche. En effet, une variation de la sollicitation ne sera perçue au niveau 

du capteur qu’à partir de ce moment, ce qui implique que la fonction de sensibilité de la 

température au point de mesure vis à vis de la sollicitation que l’on veut estimer est nulle 

de 0 à dt . Or, la contribution de chaque mode dans la solution de l’équation d’état modal, 

issue de la partition du champ thermique et de la décomposition de la composante 

dynamique sur les modes propres, est fonction de sa constante de temps τ . Ce résultat 

revient donc à appliquer une troncature de type Marshall en spécifiant que la dernière 

constante de temps retenue soit égale à dt . Connaissant la diffusivité thermique α  du 

matériau dans lequel diffuse la chaleur, on obtient une bonne évaluation du temps de 

diffusion à partir de la relation α/2etd ≈ , où e est la distance entre le capteur et la 

surface d’application de la sollicitation. Lorsque plusieurs capteurs localisés à des 

distances différentes sont utilisés, les modes conservés dans le modèle réduit optimal ont 

des constantes de temps comprises entre le temps de diffusion minimal, pour le capteur le 

plus proche, et maximal pour le capteur le plus éloigné. 

Etant donné qu’il n’est pas nécessaire de calculer tous les modes, la méthode de 

calcul des valeurs propres et des vecteurs propres est basée sur la technique d’Arnoldi qui 

est une adaptation de la méthode de Lanczos aux matrices non Hermitiennes. Cette 

méthode développée par Arnoldi [15] en 1951 a été améliorée par différents auteurs. 
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Notamment, Lehoucq et Sorenson [16] proposent une méthode de déflation permettant de 

calculer les modes dont les valeurs propres sont comprises dans un intervalle particulier. 

Radke [17] utilise une technique d’accélération de la convergence de l’algorithme de 

recherche des modes basée sur les polynômes de Chebyshev. Nous donnons en annexe 1 

le principe général de la méthode d’Arnoldi. 

Un problème délicat consiste à évaluer l’influence de la réduction du modèle sur la 

régularisation du problème inverse. Tikhonov et Arsenin [18] ont en effet montré 

l’importance de la régularisation du problème inverse en regard des erreurs sur les 

mesures réalisées dans le système et leurs effets sur la non-unicité de la solution. Les 

résultats obtenus dans des configurations simples de transferts 1D par conduction [14] 

montrent que la réduction modale est sans effet sur la régularisation du problème inverse. 

La présentation de l’article est comme suit. Dans un premier temps, nous rappelons 

le principe de partition du champ thermique basée sur la linéarité du système et la 

décomposition du champ dynamique sur la base des modes propres de l’opérateur de la 

chaleur par diffusion-transport. Nous présentons ensuite une application de la méthode de 

recherche de modèles réduits optimaux pour la résolution d’un problème inverse. Cette 

application porte sur le problème du frottement d’un pion fixe en bronze à la périphérie 

d’un disque d’acier en rotation autour de son axe. Les caractéristiques thermophysiques 

des matériaux constitutifs des deux solides sont connues mais la solution de ce problème, 

étudié entre autre par Laraqui [19] en régime permanent, est très sensible à la résistance 

thermique de contact glissant entre les deux solides. La discrétisation spatiale des 

équations aux dérivées partielles établies pour chaque solide est réalisée à partir de la 

méthode des éléments finis. Une étude de sensibilité de la température calculée sur le 

disque en fonction du maillage est réalisée. Elle montre la nécessité d’utiliser un pas de 

discrétisation spatiale très petit au voisinage de la zone de frottement, ce qui conduit à 
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une dimension de la base modale complète de l’ordre de 4000 pour le disque et de l’ordre 

de 460 pour le pion. Nous recherchons ensuite l’ordre de réduction optimal pour le disque 

puis le pion en vue de l’estimation des flux de chaleur dans ces deux solides, à l’interface 

de contact. La résolution de ces deux problèmes inverses utilise des mesures de 

températures au voisinage de la zone de frottement entre le pion et le disque, à l’aide 

d’une caméra infrarouge. En fonction de la position de ces points de mesure on trouve 

que l’ordre optimal du modèle réduit est égal à 8 pour le disque, et égal à 16 pour le pion. 

Dans chaque cas on retrouve le critère de réduction optimal énoncé par Battaglia [14]. 

Une validation indirecte des flux estimés est effectuée par la comparaison des niveaux de 

température calculés et mesurés en des points n’ayant pas servi à l’estimation. Une 

comparaison directe est ensuite effectuée par mesure de la puissance électrique efficace 

fournie pour vaincre les frottements et comparée à la somme des flux estimés. 

2. Décomposition modale de l’opérateur de diffusion-transport de la 
chaleur 

Nous considérons un système (domaine Ω , frontière Ω∂ , la normale sortante à 

Ω∂  est notée n) dans lequel les transferts de chaleur s’opèrent par diffusion et transport 

et où toutes les conditions aux limites et initiale sont connues. On désigne par ( )Pv  le 

vecteur vitesse au point P. Nous supposons d’autre part que les paramètres 

thermophysiques sont indépendants de la température et du temps, le système est donc 

linéaire et invariant. S’il n’existe pas de termes sources de chaleur au sein du domaine, les 

équations mathématiques décrivant le transfert de chaleur dans le système sont : 

( ) ( ) ( )[ ]tPT
t

tPTPCp ,, A=
∂

∂
ρ

, 0, >Ω∈ tP                (1) 

( )[ ] ( )tPutPT ,, =E , 0, >Ω∂∈ tP                (2) 

( ) ( )PTtPT 0, = , ( ) 0, =Ω∂∪Ω∈ tP                  (3) 
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( )[ ]tMT ,A  est l’opérateur du transfert de la chaleur défini par : 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tPTPPCtPTPtPT p ,.,, ∇−∆= vρλA               (4a) 

L’opérateur des conditions aux limites est du type :  

  ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )( )∞−+∇= TtPTPhtPTPtPT ,..,, nλE                         (4b) 

En utilisant une méthode de discrétisation spatiale de type éléments finis 

comportant N nœuds, le système d’équations aux dérivées partielles (1)                (3) à                 

(3) devient un système de N équations différentielles en temps qui s’écrit sous la forme 

matricielle suivante : 

 

( ) ( ) ( )tt
td
td UETATC +=

                     (5) 

 ( ) 00 TT =                       (6) 

où C )( NN × est la matrice de capacité thermique, A )( NN × est la matrice 

d’échange, E )( pN × est la matrice d’entrée, U )1( ×p est le vecteur des sollicitations, et 

T )1( ×N est le vecteur des températures en chaque nœud. 

De par l’existence du terme de transport, le système n’est pas réciproque : une 

inversion du gradient de température ne conduit pas à une inversion du flux. L’opérateur 

de la chaleur ( )[ ]tPT ,A  n’est donc pas auto-adjoint. La matrice adjointe *A  est obtenue 

en inversant le signe de la vitesse, ce qui équivaut, pour une matrice A composée de 

coefficients réels, à : 

AA T=*   (7) 

La linéarité autorise la séparation du champ thermique ( )tT  en une partie 

glissante ( )tgT  et une partie dynamique ( )tdT  : 

 ( ) ( ) ( )ttt gd TTT +=                               (8) 
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Le champ glissant ( )tgT  est solution du problème en régime permanent : 

 ( ) ( ) 0=+ ttg UETA                      (9) 

d’où : 

 ( ) ( ) ( )ttt USUEATg == −1

                     (10) 

Le champ dynamique ( )tdT , solution du problème homogène, se décompose sur la 

base des vecteurs propres iV , Ni ≤≤1 , qui sont solutions du problème aux valeurs 

propres généralisé : 

 iii VzV CA =                     (11) 

où iz  est la valeur propre associée à iV . 

La composante dynamique s’exprime alors comme : 

 ( ) ( ) ( ) ( )tPVtxt
N

i
iid XVT == ∑

=1
                               (12) 

De la même façon, on obtient les vecteurs propres iW  du problème adjoint, en 

résolvant le problème aux valeurs propres généralisé : 

 iii
T WzW CA *=                      (13) 

Les vecteurs propres iV  et iW  sont orthogonaux relativement à la matrice des 

capacités C : 

 jiii WV ,δ=C                     (14) 

Cette propriété est exploitée pour normer les vecteurs propres. 

En introduisant les relations (8) (10) (12) et (14) dans la relation (5), on obtient 

l’équation d’évolution du vecteur des états ( )tX  : 

 

( ) ( ) ( )
td
tdt

td
td U•X•X

+=
                                                 (15) 
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La matrice • est diagonale et constituée des N valeurs propres iz , qui sont à 

valeurs dans R et C : iii j•z ω+−= /1 , où iτ  est la constante de temps du mode propre et 

iω la pulsation propre. 

La matrice •  est définie par : 

 EACW• 1−=T                 (16) 

Etant donné que la température en chaque nœud est à valeur réelle, à chaque mode 

complexe correspond son conjugué dans la base modale. En résolvant l’équation d’état 

(15) et en utilisant les relations (10) et (12) on obtient la valeur du champ des 

températures dans tout le système : 

 ( ) ( ) ( )ttt USXVT +=                       (17) 

3. Réduction modale optimale pour la résolution du problème 
thermique inverse. 

En supposant qu’une seule sollicitation ( )tu  agisse sur le système, la solution de 

l’équation d’état modale (15) est : 

 ( ) ( ) θθ
θθ dd

udetet
t

t

tt ∫ −+=
0

)(
0)( •• •XX                           (18) 

En particulier, la solution pour ( ) 0utu =  est : 

 ( ) 0uet t •X •=               (19) 

et donc, d’après la relation (17), l’expression de la température en tout point au 

cours du temps est : 

 ( ) ( ) 0uet t S•VT • +=                      (20) 

Le vecteur sensibilité du champ thermique vis à vis de la sollicitation 0u  est donc 

définie par : 
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( ) ( ) ( ) S•S•VT• • +=+== te

ud
tdt d

t

0                                    (21) 

        où S  et •  sont ici des vecteurs puisqu’il n’y a qu’une seule composante 0u . 

Le terme exponentiel dans l’expression de la sensibilité dynamique ( )td•  montre 

que l’influence du mode i sur ( )td•  diminue très rapidement lorsque it τ> . D’autre part, 

cette sensibilité dépend aussi du poids de chaque mode défini par iii Vp Γ= . 

Supposons qu’un capteur de température soit disposé dans le système à une 

distance e de la surface d’application de la sollicitation 0u . Un changement brusque de 

0u  à l’instant 0t  sera perçu par le capteur à l’instant ( )dtt +0 , où dt  représente le temps 

de diffusion de la chaleur depuis la surface sollicitée jusqu’au point de mesure. En 

première approximation, le temps dt  peut être évalué à partir du rapport α2e , où α  est 

la diffusivité thermique du matériau dans le domaine de mesure. 

La sensibilité de la température au point de mesure vis à vis de 0u  est donc nulle 

de 0 à dt . La procédure d’inversion fait ici appel au modèle direct exprimé dans la base 

modale. On en déduit donc, d’après la relation (21) et l’analyse qui en découle, que tous 

les modes dont la constante de temps est inférieure à dt  n’ont aucune contribution sur la 

résolution du problème inverse. On peut donc réaliser une troncature de la base modale 

adaptée à la résolution du problème thermique inverse, telle que les constantes de temps 

des modes conservés vérifient l’inégalité :  

 Mitdi ≤≤≥ 1,τ                        (22) 

Une conséquence directe est que plus le capteur sera éloigné de la surface 

d’application de la sollicitation et plus le nombre de modes éliminés sera grand, et 

inversement. 



 15

La réduction modale optimale pour la résolution du problème de conduction 

inverse s’apparente donc à une réduction de type Marshall. Ayant une connaissance 

approchée de la valeur de dt , on peut donc ne calculer que les modes vérifiant l’inégalité 

(22) en utilisant une méthode de calcul par sous-espace basée sur la recherche des 

éléments de Ritz dans le problème de Galerkin. Pour les matrices non Hermitiennes, c’est 

la méthode d’Arnoldi qui est utilisée et que nous détaillons brièvement en annexe 1. 

Comme le nombre de modes retenus est généralement petit devant la dimension de la 

base modale complète (sauf dans le cas de mesure en surface par thermographie où la 

limitation sera fixée en  fonction de la période d’échantillonnage des mesures), le calcul 

des éléments propres du modèle réduit est rapide et nécessite peu de ressource en termes 

de stockage mémoire. 

4. Application de la méthode 

4.1 Description du système 

Un disque, de diamètre mm204=D  et d’épaisseur mm8=e , tourne en rotation 

autour de son axe à vitesse angulaire fixe 1mntr320 −=ω  (figure 1). Ce disque est en 

acier (masse volumique 3mkg7800 −=ρ , capacité thermique 11 KkgJ470 −−=pC , 

conductivité thermique 11 KmW22 −−=λ ). Un pion fixe parallélépipédique, d’épaisseur 

mm8=e  et de largeur mm30=l , frotte sur la périphérie du disque. Ce pion est 

chanfreiné et son rayon de courbure est égal au rayon du disque. La longueur du contact 

disque - pion est mm25=L . Ce pion est en bronze (masse volumique 3mkg8665 −=ρ , 

capacité thermique 11 KkgJ343 −−=pC , conductivité thermique 11 KmW26 −−=λ ). Le 

frottement génère un terme source de chaleur à l’interface dont sont issus les flux de 

chaleur dans le disque ( )tdϕ  et dans le pion ( )tpϕ . 
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4.2 Equations mathématiques décrivant le transfert de chaleur dans le 

disque et le pion 

Nous faisons l’hypothèse d’accommodation thermique dans l’épaisseur du disque, 

ce qui équivaut à 1.2
.Bi 1 <<= λ
ehd , où ( )∫=

R

0
1d1d SdPh

S
1h  est le coefficient d’échange 

moyen sur les surfaces latérales du disque, qui sera évalué par la suite. Les transferts de 

chaleur par conduction et transport dans le disque sont décrits par les relations 

mathématiques suivantes : 

 

[ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( )

( ) ( )( ) 0
2
1 >∈−+







∂

∂−
∂

∂−=

∞ t,P,Tt,PT
e
Ph

x
t,PTy

y
t,PTxCt,PT

t
t,PTC

D
d

dpy,xddp

Ω

ωρ∆λ
∂

∂ρ

        (23) 

 ( ) ( ) ( )( )∞−=∇− TtPTPhtPT dd ,.., 2nλ , 0,2 >Γ∈ tP                               (24) 

 ( ) ( )ttPT dd ϕλ =∇− n., , 0,1 >Γ∈ tP                                              (25) 

 ( ) ∞=TtPT , , ( ) 0,21 =Γ∪Γ∪Ω∈ tP D                                              (26) 

n est la normale sortante à 21 et ΓΓ . En faisant la même hypothèse 

d’accommodation dans l’épaisseur du pion (validée par la suite à partir de la valeur du 

coefficient d’échange global), les transferts de chaleur par conduction dans le pion sont 

décrits par les relations mathématiques suivantes : 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )( )∞−+= Tt,PT.
e
Ph

t,PT
t

t,PTC p
y,xppp 2

∆λ
∂

∂
ρ

, 0, >Ω∈ tP P   (27) 

 ( ) ( )t.t,PT pp ϕλ =∇− n , 0,1 >Γ∈ tP                                              (28) 

 ( ) ( ) ( )( )∞−=∇− Tt,PT.Ph.t,PT pp nλ , 03 >∈ t,P Γ                             (29) 

 ( ) ∞=TtPT , , ( ) 031 =∪∪∈ t,P p ΓΓΩ                                              (30) 
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4.3 Détermination des coefficients d’échange 

Pour résoudre le système d’équations (23) à (26), il est nécessaire d’estimer le 

coefficient d’échange sur la surface et à la périphérie du disque, en dehors de la zone de 

contact avec le pion. Wagner [20] et Cobb et Saunders [21] donnent une corrélation liant 

le coefficient d’échange moyen 1cvh  à la surface latérale d’un disque à sa vitesse de 

rotation ω sous la forme : 

 
5,0

21

4
.





== ν
ω

λ
DCRhuN cv

R                         (31) 

soit 
5,0

1cv 4
.C.2h 








=

ν
ω

                         (32) 

où C = 0,335 lorsque le nombre de Prandtl est Pr = 0,74. Cette relation implique 

alors un coefficient moyen indépendant de la taille du disque, soit donc un coefficient 

local constant en fonction du rayon. On peut alors écrire : 

 12
11 KmW9,12 −−== cvcv hh                                 (33) 

A ce terme est ajouté le coefficient linéarisé de rayonnement, qui est calculé pour 

une émissivité moyenne ε = 0.9, une température extérieure ∞T = 20°C et une 

température du disque Td qui évolue de 20 à 50°C. On obtient alors un coefficient hr qui 

varie de 0 à 6 W.m-2.K-1. On obtient finalement : rcvd hhh += 11  compris entre 12,9 et 18,9 

W.m-2.K-1. 

Parallèlement à cette estimation, on détermine expérimentalement un coefficient 

moyen de convection par mesure de la température de paroi du disque chauffé 

uniformément et en cours de refroidissement de 100 à 20 °C par caméra Infrarouge. 

L’utilisation de ces mesures avec un simple modèle de bilan thermique permet alors 

l’obtention d’une valeur de coefficient global de transferts convectif et rayonnant h = 

19,25 W. m-2.K-1. On retrouve ainsi un même ordre de grandeur entre ce coefficient 
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valable pour tout le disque et le coefficient obtenu théoriquement pour les surfaces 

latérales. On choisit alors pour les surfaces latérales et la surface périphérique : 

 -1-2
21 .KW.m25,19=== ddd hhh                                             (34) 

   soit un nombre de Biot pour le disque Bi = 0,0035 

Dans le cas du pion fixe, on utilise une valeur usuelle : 

 
-1-2.KW.m10=ph                                              (35) 

   soit un nombre de Biot pour le pion Bi = 0,0015 

On dispose ainsi d’un ordre de grandeur de variation des coefficients de 

convection-rayonnement sur les surfaces latérales et à la périphérie du disque en 

mouvement et sur le pion fixe. Dans notre configuration, compte tenu des flux importants 

et localisés reçus par le disque, nous verrons par une simple analyse des sensibilités que 

l’imprécision sur les coefficients de convection – rayonnement n’a pas de conséquence 

majeure. 

4.4 Discrétisation spatiale 

Le maillage du disque et du pion est obtenu à partir de la méthode des éléments 

finis. Etant donné que chaque solide est étudié indépendamment, il n’est pas nécessaire 

d’assurer le continuité du maillage à l’interface. Comme le montre la figure 2, on utilise 

des éléments triangles linéaires, les températures sont calculées en chaque nœud. Le 

maillage est fixe et généré à partir de l’algorithme de Delaunay [22]. On aboutit à 

l’expression des relations (23) à (26) et (27) à (30) sous la forme de deux modèles d’état 

représentés par les relations (5) et (6). Nous aurons besoin de comparer par la suite les 

solutions des modèles complets avec celles des modèles réduits. Pour cela, la résolution 

du système d’équations différentielles {(5)+(6)} est obtenue par discrétisation implicite 

en temps avec un pas de temps constant t∆ , ce qui conduit à : 
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 ( ) ( )( ) ( ) ( )tttt i
pd

it
,

1)( ϕETCTAC ∆+=∆− − , ( )
0

0 TT =                              (36) 

Ce système linéaire est résolu à partir de la méthode itérative du gradient bi-

conjugué stabilisé [23] avec pas de temps constant. 

4.4.1 Choix du maillage : analyse qualitative. 

La discrétisation spatiale du domaine pΩ  occupé par le pion ne nécessite pas de 

précaution particulière, les transferts ayant lieu par diffusion seulement. L’examen de 

l’évolution du champ de température à la surface du disque met en évidence trois zones. 

Dans la zone de contact et de redistribution, le flux de chaleur reçu par le disque à 

l’interface pion - disque est redistribué par diffusion et transport. Le terme de transport et 

le gradient thermique sont importants, d’où la nécessité d’adopter un maillage fin dans 

cette zone. La zone périphérique est caractérisée par un phénomène de peau thermique. 

Ce phénomène est d’autant plus important que la vitesse de rotation du disque est grande. 

Dans ce cas, on peut assimiler le système à un disque fixe soumis à un flux de chaleur 

réparti uniformément sur toute sa circonférence et le transfert de chaleur dans le disque 

est assimilable à de la diffusion radiale. Enfin, dans la zone du noyau, le gradient 

thermique est faible et radial. Contrairement aux deux autres zones, le maillage peut donc 

y être plus grossier et n’est lié qu’aux contraintes de raccordement avec les deux autres 

zones. Les maillages du disque et du pion sont représentés sur la figure 2. 

4.4.2 Choix du maillage : étude de sensibilité du champ de température en fonction 

du maillage. 

On réalise plusieurs simulations en raffinant à chaque fois le pas de discrétisation 

spatiale et donc en augmentant le nombre de noeuds. Les flux dans le disque et dans le 

pion sont constants et égaux à 500 kW m-2. La comparaison des différents essais 

s’effectue au point A, situé à la périphérie du disque, dans la zone de contact avec le pion. 

Nous avons en effet vérifié que c’est en ce point que les erreurs étaient les plus 
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importantes. Les résultats de cette analyse sont présentés sur la figure 3a pour le disque et 

3b pour le pion. Pour le disque, on n’observe plus de variation significative sur la valeur 

de la température calculée au point A lorsque le nombre de nœuds est supérieur à 3995. 

Pour le pion cette observation est vraie lorsque le nombre de noeuds est supérieur ou égal 

à 460. 

Avec ces maillages, nous analysons la sensibilité de la température calculée au 

point A en fonction des valeurs des coefficients d’échange par convection – rayonnement 

sur le disque et le pion. On choisit deux valeurs extrêmes des coefficients de convection – 

rayonnement : 

Pour le disque : -1-2
sup .KW.m80=h  et -1-2

inf .KW.m6=h  

Pour le pion : -1-2
sup .KW.m20=h  et -1-2

inf .KW.m4=h  

Par rapport aux coefficients calculés précédemment (relations 34 et 35), les 

résultats obtenus montrent un écart inférieur à 1%, ce qui démontre la faible sensibilité du 

modèle aux coefficients d’échanges dans la zone de frottement. 

4.5 Mesures expérimentales 

4.5.1 Le banc de test 

Le banc de test est présenté figure 4. Le disque en acier est monté sur un tour. Un 

simple système de bras de levier à l’extrémité duquel des masses sont placées permet 

d’exercer la pression souhaitée sur le pion en bronze. Ce pion est chanfreiné afin d’éviter 

les vibrations. Les mesures sont effectuées à partir d’une caméra infrarouge qui permet 

l’obtention de l’évolution du champ de température au cours du temps sur toute la zone 

autour de l’interface de frottement. Les faces de mesure du disque et du pion sont 

recouvertes d’une peinture noire afin d’augmenter leurs émissivités. La calibration de 

cette émissivité est obtenue à partir d’une autre pièce en acier munie de thermocouples, 

recouverte de la même peinture et qui est chauffée dans un four à température uniforme. 
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La comparaison entre le signal de la caméra et les températures obtenues par 

thermocouples donne une émissivité égale à 0,98. La caméra est de type AVIO TVS 2000 

MK2 et utilise 10 détecteurs lnSb. Les mesures sont effectuées dans la zone •m4,53−  de 

longueur d’onde. Un logiciel dédié à la caméra infrarouge permet d’enregistrer les 

évolutions des champs de température au cours du temps, pour une fréquence 

d’acquisition égale à 3 Hz. 

4.5.1 Etude de l’influence de la résolution spatiale et thermique. 

La mesure expérimentale du bruit de la caméra, appelé aussi NETD (Noise 

Equivalent Temperature Difference) donne un écart de 0,2°C effectif. La mesure est 

numérisée sur 12 bits, ce qui correspond à 0,04°C, compte tenu du niveau choisi de 

l’amplification (échelle utilisée de -40 à 120°C). Ce niveau élémentaire de numérisation 

est donc précis par rapport au bruit thermique. La résolution spatiale est caractérisée par 

la réponse à une fente (voir les références [24] et [25]) appelée aussi SRF (Slit Response 

Function). Cette SRF est obtenue par la mesure du profil de température orthogonal à une 

fente dans laquelle on impose un niveau de température uniforme, constant et important 

par rapport au reste du champ thermique. Comme le montre la figure 5, la largeur de cette 

fente thermique est variable, ce qui permet de déterminer la variation de la température 

mesurée par la caméra en fonction de cette épaisseur. 

On définit la modulation spatiale comme : 

 bs

b

TT
TT

−
−

=θ
             (37) 

sT  est la température de la fente, bT la température du fond, et T température 

indiquée par la caméra. 

Cette modulation spatiale dépend de la dimension angulaire α, appelée période 

spatiale, définie à partir de la largeur de la fente. En traçant l’évolution de la modulation 
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spatiale en fonction de α, on obtient alors la SRF, représentée sur la figure 6, dans la 

direction horizontale et la direction verticale. Comme le montre cette figure, pour une 

modulation de 98% correspondant à une sous-estimation du niveau thermique de 2%, la 

période spatiale est de 6 mrad pour une ligne et 3,2 mrad par colonne. Donc, pour cette 

caméra placée au plus près de la cible (distance focale minimum égale à 20 cm), la 

température donnée en un point par la caméra correspond à un domaine optique de 1,2 

mm horizontalement sur 0,64 mm verticalement. Par ailleurs, le champ spatial est 

numérisé sur 256 colonnes par 100 lignes. Pour la distance cible - caméra de 20 cm, un 

pixel correspond alors à une surface de 0,263 mm horizontalement par 0,567 mm 

verticalement. Dans la direction horizontale, la numérisation est plus précise que la 

résolution spatiale. Dans la direction verticale elles sont du même ordre de grandeur. 

Cette résolution spatiale joue un rôle primordial. Tout d’abord, pour la mesure de 

température en plusieurs points du disque et du pion dans un domaine de petite taille 

correspondant à l’épaisseur de peau thermique, où le gradient thermique est important. 

D’autre part, pour la définition des frontières du disque et du pion, qui est nécessaire à la 

localisation des points de mesure vis à vis de l’interface disque - pion. Ainsi dans notre 

cas, le matériel à notre disposition reste limité par rapport à l’objectif visé. On note 

cependant que les caméras infrarouges actuellement sur le marché possèdent des 

caractéristiques bien plus performantes. 

4.5.2 Problème de synchronisation de la caméra par rapport au disque tournant. 

La fréquence d’acquisition de la caméra infrarouge (3Hz), et la vitesse angulaire du 

disque (5,33 tours par seconde), ne sont pas synchronisées. Comme le présente la figure 

7, la mesure effectuée donne la température en un point géographique fixe, qui est 

différent du point physique en rotation. Pour étudier l’influence du mouvement du disque, 

on effectue la mesure de l’évolution de température pour un point géographique situé 
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proche de l’interface pion - disque (point Q4, fig. 10), avec une première phase de 

chauffage obtenue par le frottement du disque en rotation sur le pion, puis une phase de 

refroidissement, correspondant au disque stoppé au bout d’un temps de 80 secondes. La 

mesure est reportée sur la figure 8. On observe alors entre les deux séquences, une 

augmentation du bruit entre le disque à l’arrêt (+/-0,4°C) , et le disque en rotation (+/-

0,6°C). Cette différence, qui reste suffisamment faible par rapport au niveau global 

d’augmentation de la température, peut s’expliquer par la non uniformité de l’état de 

surface latérale du disque et donc de l’émissivité. 

4.6 Résolution du problème inverse 

4.6.1 Choix des points utilisés pour la procédure d’inversion. 

La localisation des points de mesure sur l’image obtenue à partir de la caméra 

dépend de sa résolution spatiale. Avec notre résolution, il n’est pas possible de repérer 

des points situés trop près de l’interface. Nous choisissons alors une distance égale à 4 

mm entre les points de mesure et l’interface. A cette distance, les figures 9a pour le pion 

et 9b pour le disque, montrent que la sensibilité de la température, aux points de mesure, 

vis à vis des flux reste acceptable pour la résolution des deux problèmes inverses (dans le 

disque et dans le pion). Comme cela est représenté sur la figure 10, 7 points de mesure 

sont choisis de part et d’autre de l’interface (P1 à P7 dans le pion et Q1 à Q7 dans le 

disque). Les temps de diffusion de la chaleur de l’interface jusqu’aux points iP  de mesure 

dans le pion sont estimés par : ( ) ( ) diid xt α2PP = . Comme nous l’avons signalé 

précédemment pour le disque, étant donné l’importance du terme de transport, le gradient 

de température est quasiment partout radial. Seul le temps de diffusion joue alors un rôle 

dans le transfert de flux entre l’interface et les points iQ  de mesure. Il sera donc estimé 

par : ( ) ( ) piid xt α2QQ = . Nous portons dans le tableau I les valeurs des temps de 
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diffusion de la chaleur dans le disque et le pion en fonction des positions des points de 

mesure par rapport à l’interface. 

4.6.2 Calcul de la base modale optimale pour le disque. 

Comme nous l’avons dit précédemment, la condition d’optimum revient à 

conserver les modes dont la constante de temps est supérieure ou égale au temps de 

transfert de la chaleur de la surface d’application du flux jusqu’au capteur le plus proche. 

D’autre part, lorsque plusieurs capteurs localisés à des distances différentes sont utilisés, 

les modes conservés dans le modèle réduit optimal ont des constantes de temps comprises 

entre le temps de diffusion minimal, pour le capteur le plus proche, et maximal pour le 

capteur le plus éloigné. 

Nous validons ce critère à partir d’un signal donné, que nous cherchons à identifier 

à partir de l’évolution des températures aux points définis précédemment dans le pion 

(Points P1 à P7) et dans le disque (Points Q1 à Q7). La procédure de détermination de la 

base modale optimale pour la résolution du problème inverse dans le disque consiste à 

déterminer le nombre M de modes tels que la norme de l’écart entre le flux estimé et le 

flux réel soit minimale. Cette norme est définie par : 

 ( ) ( )( )∑
=

−=
dN

1i

2
ii

d
Mˆ

N
1MJ ϕϕ                                (38) 

Le flux estimé avec M modes est noté ( )Mt,ϕ̂  et dN  désigne le nombre 

d’échantillons tel que tii ∆=ϕ , dNi ≤≤1 . Pour le calcul de base optimale nous avons 

considéré l’évolution du flux réel à identifier représenté sur la figure 11. La procédure 

d’estimation du flux à l’aide du modèle réduit sous la forme des relations (15) et (17) est 

donnée en annexe 2. Le pas de temps est s1=∆t  et donc le nombre de pas de temps 

futurs est : 1=r , pour que l’on ait : ( ) trtd ∆+= 1 . 
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Les résultats de cette étude sont présentés sur la figure 12 où nous avons tracé la 

valeur de ( )MJ  pour M variant de 6 à 22. Pour chaque valeur de M, nous calculons les 

valeurs propres, les vecteurs propres ainsi que les vecteurs propres adjoints à partir de la 

méthode d’Arnoldi. Nous portons dans le tableau II les temps de calcul pour chaque 

valeur de M ainsi que la valeur des constantes de temps des modes. L’ensemble des 

calculs sont effectué sur une machine peu performante (PC SCSI 350 Mhz 256 Mo de 

mémoire). Pour comparaison, nous avons calculé la base complète à partir de la méthode 

QR. Ce calcul nécessite plus de 6 heures de temps de calcul pour une puissante machine 

(fréquence de 1 Ghz et capacité mémoire de 1 Go). Comme le montre le tableau II, le 

calcul de la base réduite d’ordre 9=M  pour le disque par Arnoldi ne nécessite que 0,22 

seconde de temps de calcul, pour une précision équivalente sur les valeurs obtenues. 

Pour le disque on observe un décalage de un mode entre l’erreur minimum obtenue 

pour le 9ième
 mode et le temps de diffusion moyen correspondant à la constante de temps 

du 8ième mode. Ce décalage peut s’expliquer par le fait que le temps de diffusion moyen 

n’est qu’une estimation de l’ensemble des différents temps de diffusion. La différence 

entre les valeurs de ( )8J  et ( )9J  n’est que de 1,2%. On choisit alors d’utiliser un modèle 

réduit à 8 modes obtenu en utilisant le critère de troncature lié au temps de diffusion 

moyen, soit donc 8=optM , dont la constante de temps est égale à 1,95 secondes. Afin de 

quantifier la reproductibilité du modèle réduit optimal, nous traçons sur la figure 13 

l’écart entre les températures calculées au point A à partir du modèle complet et du 

modèle réduit lorsque le flux est constant égal à 500 kW m-2. On visualise par ailleurs 

l’écart entre les résultats obtenus par les deux modèles réduits de 8 à 9 modes. Enfin, 

l’écart entre les valeurs calculées à partir du modèle réduit d’ordre 8=optM  et celles 

calculées à partir du modèle complet tend vers 0 lorsque optMst τ≈≥ 2 . Le temps de 
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calcul pour le modèle complet est égal à 49 minutes pour une durée simulée de 10 

secondes avec un pas de temps égal à 0,05 seconde. Le calcul de l’évolution de 

température du point A par le modèle réduit ne nécessite que 0,6 secondes. 

Les flux estimés avec les modèles réduits optimaux 8=optM  et 9=optM  sont 

tracés sur la figure 11. On note que l’erreur ne dépasse pas 1%. Le temps d’estimation 

pour le modèle à 8 modes est de 6 secondes. Pour comparaison, nous avons estimé le flux 

à partir du modèle complet représenté par les relations (5) et (6). La méthode 

d’estimation, décrite en annexe 3, est toujours basée sur la méthode séquentielle avec 

spécification de fonction constante sur r pas de temps futurs. Le temps de calcul pour 

l’estimation est cette fois-ci égal à 40 heures, soit 24000 fois plus long qu’avec le modèle 

réduit optimal.  

D’autre part, on note des oscillations importantes sur le flux estimé, qui résulte de 

la valeur importante du pas de temps s1=∆t . En effet, la méthode inverse est un 

processus d’optimisation et doit respecter les contraintes de précision du problème 

directe, c’est à dire pour le modèle complet un faible pas de temps. Pour travailler à 

valeur constante du produit ( )1. +∆ rt , on peut estimer pour le problème complet que le 

choix d’un pas de temps de calcul de 0,05 seconde avec un nombre de pas de temps futurs 

égal à 19 permettrait alors à la procédure d’identification du modèle complet de donner 

de meilleurs résultats, mais ceci entraînerait alors un temps de calcul énorme de l’ordre de 

800 heures. 

En ce qui concerne le modèle réduit modal, son utilisation pour le problème directe 

n’est liée à aucune contrainte en terme de pas de temps. On s’affranchit alors pour le 

problème inverse de cette contrainte, et il suffit de choisir un seul pas de temps et 

d’adapter la valeur du pas de temps de calcul. 
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4.6.3 Calcul de la base modale optimale pour le pion. 

En reprenant la même démarche que pour le disque, on obtient le résultat attendu, à 

savoir que l’ordre de réduction optimal est : 16=optM . D’après le tableau II, la 

constante de temps associée à optM  correspond bien à la moyenne des temps de diffusion 

lié à chaque capteur, donnés dans le tableau I. La fonction ( )MJ  est tracée sur la figure 

12. 

4.7 Identification du flux lors d’un essai et validation des résultats obtenus 

Les températures obtenues lors d’un essai aux points de mesures dans le pion et 

dans le disque sont fortement bruitées. Cela nécessite un filtrage des données 

préalablement à la résolution du problème inverse. Un filtre du premier ordre dont la 

fréquence de coupure est égale à celle de Nyquist, soit 1,5 Hz, est appliqué sur les 

mesures aux points P1 à P7 et Q1 à Q7. Sur la figure 14, sont portées les évolutions des 

températures filtrées aux différents points de mesure dans le pion et le disque. On note 

des températures identiques pour les sept points de mesure dans le disque. Dans le pion 

les effets de bord entraînent des écarts entre les différentes températures mesurées. Nous 

estimons les flux dans le pion et le disque à l’aide des deux modèles réduits optimaux 

obtenus à l’étape précédente. Le temps de calcul pour l’estimation du flux de chaleur dans 

le disque est égal à 9,67 s et égal à 0,61 s pour l’estimation du flux de chaleur dans le 

pion, ceci pour une durée simulée de 70 secondes. Les flux estimés sont tracés sur la 

figure 15. On remarque qu’au cours du temps, le flux reçu par le disque augmente, alors 

que le flux reçu par le pion diminue. Le flux total reste alors à peu près constant, ce qui 

semble indiquer que, soit le coefficient de frottement caractéristique du phénomène est 

peu sensible à une variation de la surface de contact, soit cette variation de surface de 

contact reste faible. 

La validation de ces résultats est effectuée au travers de deux approches : 
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4.7.1 Validation indirecte par comparaison des températures. 

Nous représentons sur la figure 16 les températures obtenues aux points B, C, D, E, 

F et G par simulation des modèles complets pour les flux estimés. Sur la même figure 

nous portons les mesures expérimentales effectuées en ces différents points. On note une 

assez bonne concordance entre simulation et mesures. Pour le pion on note que la 

validation permet de retrouver les bonnes valeurs à grande distance de l’interface de 

frottement (point G). Par contre pour des positions proches de l’interface, on remarque 

une sous-estimation du flux au centre du pion (point D), et une sur-estimation à proximité 

des frontières (points D et E). Ces résultats semble montrer que le flux n’est pas constant 

le long de l’interface de frottement, et que le flux identifié n’est alors qu’un flux moyen. 

4.7.2 Validation directe par mesures expérimentale de la puissance dissipée par 

frottement. 

La mesure de la puissance dissipée mécaniquement lors du frottement est évaluée 

par la mesure de la puissance électrique du tour, à vide et en charge. La mesure des 

différents paramètres électriques va non seulement permettre de connaître les puissances 

en charge et à vide, mais également les différents termes de pertes. On mesure une 

puissance électrique efficace constante égale à 80 W. 

On note sur la figure 15 un écart de l’ordre de 15 % entre la puissance électrique 

mesurée et la puissance thermique égale à la somme des flux estimés dans le pion et dans 

le disque. Si l’on met de coté les paramètres connus précisément ou peu sensibles tels que 

la précision du maillage, le coefficient de convection-rayonnement, les propriétés des 

matériaux, l’augmentation de la surface de frottement liée à l’usure (1,6% d’erreur pour 

une durée d’essai de 70 secondes), deux principales causes peuvent être envisagées : En 

premier lieu nous avons vu que les performances de la caméra infrarouge en terme de 

résolutions spatiale et thermique sont limitées. Par ailleurs, il n’a pas été possible de tenir 
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compte d’une éventuelle variation de la surface de frottement liée non pas à l’usure mais 

à une dilatation différentielle des deux matériaux qui entraîne une non-uniformité de 

contact entre le pion et le disque. Cette variation influe sur la géométrie modélisée ainsi 

que sur la comparaison puissance électrique – flux thermique total obtenu à partir des 

densités de flux identifiées.  

Quoiqu’il en soit cette différence ne remet pas en cause la démarche utilisée. 

5. Conclusion 

La méthode de réduction modale appliquée à la résolution des problèmes inverses, 

permet d’aborder l’étude de modèles thermiques de grandes dimensions avec des temps 

de calculs réduits et sans perte d’information en regard de la solution obtenue à partir du 

modèle complet. La formulation modale fait apparaître explicitement les constantes de 

temps au travers des éléments propres. Ceci permet d’utiliser le modèle sur un intervalle 

de temps compatible avec la fonction de sensibilité de la température vis à vis de la 

grandeur estimée. Par-là nous avons établi un critère reliant la constante de temps à la 

position des points étudiés. Très précisément nous proposons de ne conserver que les 

modes dont la constante de temps est supérieure ou égale au temps de diffusion de la 

chaleur depuis la surface sollicitée jusqu’au capteur le plus proche. 

Lors de la simulation, le modèle réduit s’avère stable quelle que soit la valeur du 

pas de temps. On peut donc résoudre le problème inverse en utilisant une méthode 

séquentielle avec spécification de fonction constante sur un seul pas de temps futur. Par 

comparaison, l’utilisation du modèle complet nécessite d’adapter la valeur du pas de 

temps au critère de stabilité de la solution puis la valeur du nombre de pas de temps futurs 

aux valeurs de ce pas de temps et du temps de diffusion depuis la surface sollicitée 

jusqu’au capteur.  
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Du point de vue de la réduction, la démarche proposée s’apparente à une troncature 

de la base modale, mais où seuls quelques modes sont nécessaires. Il est donc inutile de 

déterminer au préalable l’intégralité de la base modale. Ceci est rendu possible en 

adoptant une technique de calcul par sous-espace : la méthode d’Arnoldi. Cette technique 

est très rapide et peu coûteuse en terme de ressources informatiques si nous la comparons 

avec l’algorithme classique « QR » pour le calcul de la base complète. 

La méthode a été appliquée au problème de transfert bidimensionnel de la chaleur 

dans un disque tournant en frottement avec un pion fixe. Le but était d’estimer le flux de 

chaleur dégagé au contact des deux corps. La comparaison numérique entre les modèles 

modal réduit et complet, utilisés dans la résolution du problème inverse, montre 

l’avantage du premier sur le second du point de vue de la vitesse de calcul, à précision 

équivalente. La pertinence du critère de troncature est confirmée, aussi bien pour le corps 

fixe que pour la partie mobile. Une validation expérimentale a été menée à partir d’un 

banc test reprenant cette configuration, et utilisant une mesure par thermographie 

infrarouge. On note une différence de l’ordre de 15% entre les résultats obtenus par 

méthode inverse réduite et celui obtenu par la mesure de la puissance électrique 

consommée par le tour. 

Globalement, l’utilisation d’un modèle réduit modal se révèle performant pour les 

problèmes inverses, si on utilise le critère de troncature préconisé associé à l’algorithme 

d’Arnoldi. 
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Annexe I : Calcul de quelques valeurs propres et vecteurs propres associé 

d’une matrice non-Hermitienne par la méthode d’Arnoldi. 

Elle s’applique à une matrice A quelconque. Par analogie avec la méthode de 

Lanczos, on détermine une base orthonormée { }
01 Niiv ≤≤  engendrant l’espace de Krylov : 

( ) { }1
1

1
2

111
0

0
,,,,, vvvvvK N

N
−= AAAA L , avec 11 =v . On cherche à construire { }

01 Niiv ≤≤  

tels que : 
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L’algorithme, pour 01 Nj ≤≤ , est le suivant : 
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A chaque itération on obtient la matrice de Rayleigh sous la forme de Hessenberg : 
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Que l’on diagonalise à l’aide de la méthode QR. On obtient ainsi les éléments de 

Ritz [ ]ii Vz ~,  de la matrice B et donc les éléments propres [ ]iii VVz ~, Q=  de A. 

L’algorithme est amélioré en ré-orthogonalisant les vecteurs propres à chaque 

itération, à partir de la méthode de Gram-Schmidt. 
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Annexe 2 : Résolution d’un problème inverse à partir du modèle d’état réduit 

sous forme modale. 

En adoptant un pas de temps t∆ , la solution de l’équation d’évolution sous forme 

modale (17) s’exprime, à l’aide de la relation (15) d’évolution des états, comme : 

 [ ] [ ]kk
t

k
t

k ee U•XVUSVT •• ~~~~~ ~

1

~

1 −++= ∆
+

∆
+                                        (42) 

Avec :  

 00
~~ U•X =                                              (43) 

Si on suppose que le vecteur des sollicitations est constant de ( ) tkt ∆+= 1  à 

( ) trkt ∆++= 1  (r désigne le nombre de pas de temps futurs); soit rkk +++ == 11 UU L , la 

relation (42) devient : 

 jkjjk fUNT += +++ 11
~

 rj ≤≤0                              (44) 

où : 

 
( ) S•VN • += ∆+ ~~ ~1 tj

j e                                              (45) 

et : 

 
( ) [ ]kk

tj
j e U•XVf • ~~~ ~1 −= ∆+

                                                                   (46) 

La relation (44) est mise sous la forme matricielle suivante : 

 fUNT += +1
~

k                                              (47) 

avec : 
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Ainsi on obtient l’estimation de 1+kU  au sens des moindres carrés linéaires 

comme : 



 36

 ( ) ( )fYNNNU −=
−

+
TT

k
1

1
ˆ                                              (49) 

Notons que la quantité ( ) NNN TT 1−
 ne doit calculée qu’une seule fois, lors de la 

première itération. 
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Annexe 3 : Résolution d’un problème inverse à partir du modèle d’état 

complet. 

Le modèle d’évolution de la température obtenu après discrétisation spatiale des 

équations aux dérivées partielles est représenté sous la forme du modèle d’état : 

 

( ) ( ) ( )tt
t
t UETATC +=

d
d

                                             (50) 

Si H définie la matrice d’observation dans laquelle on précise la position des points 

de mesure sur les noeuds du maillage, on a : 

 ( ) ( )tt T•Y =                                              (51) 

La discrétisation implicite en temps des relations (50) et (51) donne : 

 ( ) ( ) ( )nnn UFTDT += −1                                              (52) 

 ( ) ( )nn T•Y =                                              (53) 

Avec : 

 ( ) CACD 1−∆−= t , ( ) EACF 1−∆−∆= tt                                              (54) 

En remplaçant (n) par (n+1) dans les relations (52) et (53) donne : 

 ( ) ( ) ( )11 ++ += nnn UFHTDHY                                              (55) 

En substituant la valeur de ( )nT  par son expression dans la relation (55) conduit à : 

 ( ) ( ) ( ) ( )nnnn UFHUFDHTDHY ++= +−+ 1121                                         (56) 

En répétant ce processus ( )rn +  fois on obtient : 
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En supposant que U est contant de ( )n  à ( )rn + , ce système se met sous la forme 

matricielle suivante : 

 UXTY += ~
                                             (58) 

dans laquelle : 
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Finalement, l’estimation de ( )kU  au sens des moindres carrés linéaires est : 

 ( ) ( ) ( )TYXXXU ~ˆ 1
−=

− TTk                                              (59) 
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Condensed article 

For heat conduction problems, the use of reduced models permits to decrease 

significantly the computation time. Reduced models can be obtained from several ways. 

Two classes of methods are well known, which consist in the decomposition of the 

thermal fields of the studied system on an eigenfunctions family. The first one consists in 

identifying the reduced model composed by N eigenmodes from the response of the 

complete model that receives fluxes following Heaviside functions [1-3]. The second 

method, which is used here, is based on the reduction of the complete modal model 

associated with the heat transfer operator [4]. Different criteria can be used [6-7]. A 

particularly simple and efficient one consists in perform a truncature, that is to keep only 

the eigenvalues which are characterised by the more important time constant [5]. For 

problems containing a term of heat transport, the eigenvectors are complex, and the 

truncature just considers the real part of the eigenvalues [8]. 

This reduced model is particularly interesting for the resolution of inverse heat 

conduction problems, in which the goal is to identify the flux boundary condition from 

the temperature measurement near the considering boundary [10-13]. In fact the 

sequential methods used [9] need the direct simulation at each time step, then the 

computation time can be very important. 

For the use of a reduced model obtained by truncature in an inverse problem, Battaglia 

[14] has shown that an optimal order of the reduction could be obtained in just keeping 

the eigenmodes, which the time constant is bigger than the diffusion time of the thermal 

signal between the boundary where the flux is unknown and the thermal measurement 

points. This diffusion time can be estimated by the relation 
α

τ
2e

diff = , where e  is the 
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distance between the boundary and the measurement points, and α  is the diffusivity of 

the material. 

Because of the truncature, it is not necessary to compute all the eigenvector of the 

modal model. In using the Arnoldi technique [15-17], it is possible to compute only the 

desired number of eigenmodes in a determined domain (annexe I). This method is 

particularly interesting when the mesh precision leads very large-scale matrix, and when 

the number of eigenmodes kept in the reduction is weak. 

Furthermore Battaglia [14] has shown that the reduction has no effect on the 

regularisation for the different 1D and 2D developed applications. 

This article reminds the modal formulation developed for a problem with heat transport 

(eq 1-17), and presents an application of this method for an inverse problem, in which the 

goal is to identify the fluxes obtained by the friction of a fixed pin against the periphery 

of a disk in rotation around his axis and received by the disk and by the pin (figure 1). 

These two identifications are performed separately. 

Because the disk and the pin are thin, the problem is two-dimensional, and a term of 

accommodation is taken into account in the heat equation (eq 23-30). All thermal 

parameters of the used materials are well known and the convection and thermal radiation 

coefficients are determined by correlations [20-21] and verified experimentally (eq 31-

35).  

The numerical model is obtained by the finite elements method. The mesh is fixed (figure 

2) and obtained by the Delauney algorithm [22]. The discretisation of the pin does not 

need specific precautions. For the disk, a qualitative analysis shows the necessity to use a 

precise mesh near the slide interface and at the disk periphery. Numerical simulations 

(figure 3) show the necessity to use meshes composed of 460 nodes for the pin, and of 

3000 nodes for the disk 
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The test bench used for the temperature measurement (figure 4) is set to a turning 

lathe in which a steel disk is set. The device consists in a simple lever arm at the 

extremity of which masses are fixed and permit to operate a precise pressure on a bronze 

pin, which is rubbing against the disk periphery. The pin is beforehand worn, and fits 

perfectly on the disk geometry. Temperature measurement is performed by an infrared 

camera which permits to obtained the time evolution of the entire thermal field recorded. 

The characterisation of the camera shows that his spatial resolution [24-25] is not precise 

(figures 5-6): the temperature recorded at a point corresponds with and optical domain 

defined by 1.2 mm vertically and 0.6 mm horizontally. This inaccuracy leads to problems 

for the determination of the position of the points near the interface used for the inverse 

problem, and of precision of the temperature in a domain where the thermal gradient is 

important. Furthermore analysis (figure 7) and measures (figure 8) show that the non-

synchronisation between the disk in movement and the camera poses no problem. 

Because of the technical limits of the used camera, points used for the inverse problem 

are located at 4 mm of the friction interface (figure 10). Seven points are used for the disk 

and for the pin. 

From the localisation of theses points it is then possible to estimate the diffusion time 

between the interface where the flux appears and the measurement points (table I). 

The validation of the used criterion for the reduction is made numerically in identifying a 

known flux for different orders of reduction (figure 11). The comparison between the 

different quadratic errors between the real flux to be identified and the identified flux 

(figure 12) shows that the time constant of the smaller eigenmodes kept corresponds with 

the calculated time diffusion (table II). For the disk we keep 8 modes and for the pin 16 

modes. With the reduced model the gained time computation is very high: for the disk, 

the identification of the flux during 45 seconds with a time step of 1 second is obtained in 
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6 seconds, instead of 40 hours necessary for the same identification obtained by the 

complete model. Furthermore the computation time necessary for the reduction 

calculation is very low too, thanks to the Arnoldi method. For the disk only 8 

eigenvectors have to be calculated among the 3000 eigenvectors describing the complete 

modal model. These 8 eigenmodes are obtained in 0.22 second. The result can be 

compared with the QR method, which gives all the eigenmodes in 6 hours with material 

equipped with memories capacities equal to 1 Go ans a frequency équal to 1.7 GHz. 

The two reduced models obtained (for the pin and for the disk) are then used from 

experimental measures, which are filtrated (figure 14). The identification of the fluxes 

dissipated by the slide (figure 15) during 70 seconds and with a step time of 1 second is 

obtained in a computation time equal 9.66 seconds for the disk and 0.9 second for the pin. 

Real time identification is then possible. One indirect validation is performed by the 

comparison between the experimental temperatures and the simulated temperatures 

obtained from the identified fluxes (figure 16). One direct validation is made in which the 

sum of the two fluxes identified at the boundaries of the pin and of the disk is compared 

to the electrical power of the turning lathe necessary to obtain the friction (figure 15). We 

note a difference of 15% between the measured flux and the identified flux. 
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Tableau I : temps de diffusion pour chaque point de mesure  
en faisant l’hypothèse de transfert 1D. 

 
Point e (mm) t d (s) t d  moyen (s)

P1 4,78 2,61
P2 4,37 2,18
P3 4,13 1,95

pion P4 4,00 1,83 2,19
P5 4,13 1,95
P6 4,37 2,18
P7 4,78 2,61

Q1 3,24 1,75
Q2 3,65 2,22
Q3 3,89 2,53

disque Q4 3,98 2,63 2,23
Q5 3,89 2,53
Q6 3,65 2,22
Q7 3,24 1,75  

 
 

Tableau II : constantes de temps des modes calculés par la méthode d’Arnoldi.  
 

disque pion

M τM tcpu (s) J (105. W/m2K-1) τM tcpu (s) J (105. W/m2K-1)

1 732,42 1495,10
2 91,87 81,53
3 29,39 0,16 3,5138 20,94
4 13,47 0,16 2,7382 10,19
5 7,56 0,16 2,2198 9,30
6 4,51 0,16 1,8196 9,07
7 2,68 0,16 1,6172 6,80
8 1,95 0,21 1,5021 5,17
9 1,05 0,22 1,4847 4,79

10 0,81 0,22 1,4855 3,37 0,28 1,1958
11 0,49 3,26
12 0,45 0,49 1,4938 2,50 0,28 1,0374
13 0,45 2,42
14 0,33 0,6 1,4943 2,30 0,28 1,0319
15 0,33 2,21 0,28 1,0161
16 0,25 0,83 1,4949 2,12 0,28 1,0156

17 0,25 1,88 0,33 1,0163
18 0,20 1,09 1,4949 1,78 0,39 1,0163
19 0,24 1,59 0,44 1,0229
20 0,24 1,32 1,4949 1,58 0,44 1,0299
21 0,13 1,34
22 0,15 1,31 0,44 1,0315
23 0,15 1,20
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Figure 1 : Schéma de principe de l’application étudiée 
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Figure 2 : Génération du maillage dans le pion et dans le disque avec l’algorithme de 
Delaunay à partir d’éléments triangles. 
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Figure 3a : Calcul de la température au point A dans le disque en fonction du nombre de 
noeuds. Le flux imposé est constant et égal à 500 kW/m2. 

 
 

 
Figure 3b : Calcul de la température au point A dans le pion en fonction du nombre de 

noeuds. Le flux imposé est constant et égal à 500 kW/m2. 
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Figure 4 : Présentation du banc d’essais 
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Figure 5 : Caractérisation spatiale de la caméra  
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Figure 6 : Résolution spatiale de la caméra utilisée 
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Figure 7 : Représentation de l’influence de la rotation du disque  
sur l’évolution de température 
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Figure 8 : Influence de la rotation du disque sur la mesure  
par thermographie infra-rouge 
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Figure 9 a : Evolution des températures en un point de mesure et en un point de 

sollicitation pour un flux constant égal à 500 kW/m2 reçu par le disque en rotation 
 

 
 

Figure 9 a : Evolution des températures en un point de mesure et en un point de 
sollicitation pour un flux constant égal à 500 kW/m2 reçu par le pion fixe 
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Figure 10 : Position des points choisis pour l’identification du flux et la validation des 
résultats 
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Figure 11 : Influence du nombre de modes  
sur le processus d’identification du flux : Cas du disque 
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Figure 12 : Evolution de l’écart du flux identifié,  
en fonction du nombre de modes gardés dans le modèle réduit 
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Figure 13 : Influence du nombre de modes sur la précision du résultats : Cas du disque 
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Figure 14 a : Evolution des températures mesurées filtrées dans le disque 
 

 
 
 

Figure 14 b : Evolution des températures mesurées filtrées dans le pion 
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Figure 15 :Validation directe par comparaison du flux total mesuré et du flux total obtenu 
par sommation des deux flux identifiés 
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 Figure 16 a : Validation indirecte par comparaison des températures dans le disque 
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Figure 16 b : Validation indirecte par comparaison des températures dans le pion 
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